RASTU RIKIAVIMAS

KEITIMY ALGORITMAS

Bebras nori surikiuoti rastus nuo trumpiausio iki ilgiausio. Rikiavimas vyksta lyginant
du gretimus rastus. Pradedama nuo antrojo rasto. Jei jis trumpesnis uz pirmajj, bebras
sukeicia rastus vietomis. Po to lygina paskesnj su pries jj einanciu ir jei reikia, pakeicia
vietomis. Rastas keiciamas tol, kol atrandama jam tinkama vieta. Tai kartojama su kie-
kvienu rastu tol, kol galiausiai visi rastai yra surikiuojami pagal ilgj.

Kiek i$ viso karty rastai bus keiciami vietomis?

Keitimy rikiavimo algoritmas yra vienas paprastesniy, taciau ji i rikiuojamy objekty
néra daug arba kai objektai beveik surikiuoti, t. y. kai Zinoma, jog tik keletas objekty yra ne savo vietoje.

Kitais atvejais rikiavimas uzims labai daug laiko.




BYLY RIKIAVIMAS

KEITIMY ALGORITMAS

Biure ant byly nugaréliy nurodyti metai, taciau lentynoje jos sudéliotos padrikai. Biuro
darbuotojo Bebro buvo paprasyta surikiuoti bylas didéjancia tvarka, nes taip patogiau
ieskoti reikiamos bylos.

Bebras lygina dvi gretimas bylas: jei ju metai eina ne didéjancia tvarka, tuomet sukeicia
vietomis. Byla kei¢iama tol, kol randama jai tinkama vieta. Tai kartojama su kiekviena
byla, kol galiausiai visos bylos surikiuojamos pagal metus didéjancia tvarka.

Jeigu dviejy byly sukeitimas uztrunka 5 sekundes, tai kiek laiko uztruks pa-
teiktojo pavyzdzio byly surikiavimas?

Algoritmas paprastas, taciau, esant dideliam objekty skaiciui, - neefektyvus, uzimantis labai daug laiko.

Siam uzdaviniui jis gerai tinka, nes byly pagal metus nebaina daug.




BURBULO RIKIAVIMO ALGORITMAS

DIDELI BURBULAI KYLA B

Bebras ZaidZia su vandens burbulais: rikiuoja juos nuo maziausio (apacioje) iki didZiau-
sio taikydamas burbulo rikiavimo algoritma. Pradeda nuo apacios. Ima du burbulus
ir lygina: jei didesnis yra apacioje, sukeicia vietomis ir vél lygina su gretimu burbulu.
Lyginama ir keiciama tol, kol burbulas atsiduria savo vietoje. Ir vél kartojama i$ pradZiy

(apacios).
(D(D(D(DC
) @) @) G
1 Zingsnis %@@
® 6 0 8
© 06 6 6 6
@0 @
M @
2 Zingsnis (% (% ;gg
O OGO
® & 6 6 6

Bebrui reikia 4 Zingsniy, kad surikiuoty Sio paveikslélio burbulus (kiekvienu Zingsniu
atliekami 4 lyginimai).
Kaip atrodys ketvirtasis Zingsnis?

Algoritmo veikimo principas primena virimo procesa, kai oro burbulai kyla j pavirsiy, dél to jis ir yra taip

vadinamas.




@ TRIUSIAI IR VEZLIAI

BURBULO RIKIAVIMO ALGORITMAS

Burbulo rikiavimo metodas - tai algoritmas, kuris remiasi principu: i$ eilés perzidreti
gretimy elementy poras, o prireikus - elementus sukeisti, perkeliant mazesnjjj ar¢iau
pradzios. Rikiuojant burbulo metodu, elementai yra perkeliami (juda) skirtingu greiciu:
- Elementas, kuris turi bati perkeltas j paskutiniaja pozicija, juda itin greitai, nes
rikiuojama stumiant didesnjjj elementa j gala.
- Elementas, kuris turi bati perkeltas j pradZia, negali judéti greic¢iau nei vieng
pozicija per &jima, nes toliau lyginamas ir kei¢iamas tik didesnysis elementas. Todél
elementai link pradzios juda létai.

Zinodami, kad véZliai léti, o triusiai greiti, kuris piesinys tiksliausiai nusako burbu-
lo rikiavimo metodo esme?

Burbulo rikiavimo metodas yra vienas i$ paprasty, bet nelabai efektyviy rikiavimo algoritmy. Algoritmo
principas — nuosekliai i$ eilés perzidréti gretimy elementy poras, prireikus elementus sukeisti, perkeliant
didesnijj |




KORTELIY RIKIAVIMAS PERSTUMIANT

JTERPIMO ALGORITMAS

Bebras laiko Zaidimo korteles rankoje, surikiaves jas didéjancia tvarka pagal akuciy
skaiciy. Po to ima i$ kaladés nauja kortele ir i$ eilés ja lygina su kortelémis laikomomis
rankoje tol, kol randa jai tinkama vieta. Surades jterpia nauja kortele. Tokiu badu turi
visas korteles surikiuotas didéjancia tvarka pagal akuciy skaiciy ir vél traukia kortele.
Procesas yra kartojamas i$ pradziy. Tokia Sio rikiavimo algoritmo esme.

1 Zingsnis: palygink

Al [T

2 zingsnis: pastumk

3 Zingsnis: jterpk

Keli tolesni zingsniai atrodyty Sitaip:

5 Zingsnis E]

8 Zingsnis :Ez]

11 Zingsnis EEEE@

14 Zingsnis Ez] EEEE@@@

Nustatykite, kurios kortelés yra jterptos (Zingsniuose 6, 9, 12 ir 15)?

Kai zmones rankiniu bdu surikiuoja korteles rankoje, dauguma jy naudoja panasy metoda j jterpimo

rikiavimo algoritma perstumiant.




JTERPIMO ALGORITMAS

BYLY RIKIAVIMAS PERSTUMIANT B

Biure ant byly nurodyti metai, taciau lentynoje bylos sudéliotos padrikai. Kontoros dar-
buotojo Bebro buvo paprasyta surikiuoti bylas didéjancia tvarka, kad prireikus baty
galima greitai surasti norima byla.

Bebras nori surikiuoti bylas taikydamas jterpimo perstumiant algoritma. Jis perzidri by-
las i$ eilés, randa ne vietoje stovincia ir iesko jai vietos. Rades perstumia visus segtuvus
j desine ir jdeda byla.

Jei perkelti byla j tinkama vieta uztrunka 5 sekundes (iStraukti, rasti vieta,
pastumti bylas, jdéti), tai kiek laiko uztruks surikiuoti visus bylas lentynoje?

Perkélimas perstumiant reiskia, kad byla reikia perkelti suradus jai tinkama vietg ir pastdmus kitas bylas.




KORTELIY DALUIMAS IR JUNGIMAS

SALAJOS RIKIAVIMO ALGORITMAS

Bebry $eima rikiuoja Bebro zaidi-
mo korteles taikydami salajos ri-
kiavimo algoritma. Pirmiausia jie
dalina korteliy rinkinj j dvi lygias
ar beveik lygias dalis ir tai kartoja
tol, kol lieka 1 kortelé. Tada lygina y
kiekvieng kortele su gretimu kor- E
teliy rinkiniu, kad galéty rikiuoti ?JN
ir sujungti (sulieti) abu korteliy

rinkinius | viena. Algoritmas pa- \%

teikiamas pavyzdziu:

Dalijama

Sujungiama jterpiant

Pateiktas korteliy rinkinys:

517111 /3 78 20

Kuris atsakymas vaizduoja pirmus du korteliy rinkinius, kurie bus sujungti?

A 517 ir 111

B. 1 51117 ir 3 7 8 20

Salajos rikiavimo algoritmo principas yra skaidyti duomenis j dvi dalis, kiekvieng dalj atskirai surikiuotg ir

po to sujungti.




GREITOJO RIKIAVIMO ALGORITMAS

e DALIJAME IR JUNGIAME B

Greitojo rikiavimo algoritmas yra itin efektyvus ir daznai naudojamas metodas.
Algoritmo esmé - elementy seka dalijama j dvi dalis pagal kurj nors pozym;. Imkime
pirmaja ne vietoje esancia kortele (6) ir pagal ja padalinkime rinkinj j dvi dalis. Kiekviena
dalis analogiskai dalijama j dvi dalis ir taip vyksta iki kol nebegalime dalyti.

Pateikiame pavyzd;:

Pradinis 6 15/13/9 1 1823/ 4 10 3

rinkinys W

isingsnis 1 4 3 6% (1513 9 1823 10

2 Zingsnis

3 Zingsnis

Rezultatas Hn

Duota korteliy seka:

Pradinis

rinkinys 117 6 15/17/10 23/14 3 5 9 13/20 2

Kaip atrodys korteliy rinkinys treciame Zingsnyje?

SNNEREEREENEEN

Quicksort algorithm was developed by the famous British computer scientist CAR. Hoare in 1961 and it is
still a commonly used algorithm for sorting.




BEBRAS TYRINEJA

DIJKSTROS ALGORITMAS

Bebras tyrinéja marsrutus upémis tarp urvy A (pradzia) ir Z (pabaiga). Nurodoma
kiekvienos upés tekmeés kryptis ir ilgis.

Bebras plaukdamas i$ A j Z ties kiekviena upiy sankirta palieka lapelius su skaiciais.
Ka reiskia skaicius lapelyje?
A. Kelio ilgis nuo A iki Sios upiy sankirtos, plaukiant per kuo maziau sankirty.
B. Trumpiausio kelio ilgis nuo A iki Sios upiy sankirtos.
C.Kelio ilgis nuo A iki ios upiy sankirtos, plaukiant tik kairén visose sankirtose (jei
taiyra jmanoma).
D. llgiausio kelio ilgis nuo A iki $ios upiy sankirtos.

Olandy informatiko Edgaro Dijkstros sukurtas algoritmas trumpiausiam keliui nuo vienos virsinés iki kitos

grafe su neneigiamais svoriais rasti. Paskelbtas 1958 metais.




TRUMPIAUSIO KELIO IESKANT

DIJKSTROS ALGORITMAS

Trys bebrai keliavo i$ urvo A j urva H plaukdami tik pasroviui. Kiekvieno bebro kelias pa-
Zymétas kita linija.
Vienas i$ bebry Zino Dijkstros algoritma trumpiausiam keliui rasti:
1. Pirmajam urvui (A) priskiriamas 0. Laikoma, jog A yra “dabartinis” urvas.
2. Skaiciuojami atstumai nuo “dabartinio” urvo iki kiekvieno jam gretimo urvo.
3. Sie atstumai lyginami tarpusavyje ir nustatomas maziausias skaicius.
4. Maziausig skaiciy pelnes urvas taps “dabartiniu’, o pries tai buves urvas pazymimas
aplankytu - aplankytas urvas daugiau nebetikrinamas.
5. Griztama prie 2-0jo Zingsnio.
6. Baigiama, kai pasiekiamas H urvas.
Kuris i$ bebry naudojo Dijkstros algoritma?

Dijkstros algoritmas yra vienas i$ populiariausiy metoduy ieskant trumpiausio kelio. Jis taikomas sprendziant
dirbtinio intelekto problemas, atliekant paieskas MapQuest ar Google Maps svetainése.




DAUG MARSRUTY

KELIAUJANCIO PIRKLIO UZDAVINYS

Bebriuké isplaukia is savo buveinés
A, turi aplankyti 3 kaimus B, C, D ir
grizti atgal j A.

Bebriuké taiko perrinkimo algorit-

ma: iSraso visus galimus marsrutus

ir apskaiciuoja jy ilgius.
1.ACDBA 102 4+ 132 4 201 4 105 = 538
2.ABDCA 105 4 201 4 132 4 102 = 538
3.ADBCA 95 4201 + 69 + 102 = 467
4. ACBDA 102 + 69 4 201 4+ 95 = 467

Perrinkima galima apibrézti kaip uzdaviniy sprendimo metoda, kai isbandomi visi
galimi sprendiniai. Siam uzdaviniui (kuris vadinamas “Keliaujan¢io pirklio problema”)
perrinkimo algoritmas atrodo Sitaip:
« Surasomi visi galimi Hamiltono ciklai: pradedama kurioje nors grafo virsinéje,
pereinama kiekvieng virsine lygiai viena karta ir vél grjiztama j pradine virsune.
« Sudedami kiekvieno Hamiltono ciklo visy briauny svoriai.

« I3 visy cikly iSrenkamas maZiausio svorio ciklas - jis ir yra uzdavinio sprendinys.
Taciau pastebi, kad truksta keliy marsruty? Kuriy?

Kokio ilgio trumpiausias marsrutas?

Keliaujancio pirklio problema yra vienas i$ populiariausiy ir labiausiai iSnagrinéty uzdaviniy kompiuteriy
moksle. Turint tam tikra skaiciy miesty ir kelionés i$ vieno miesto j kit kainas, reikia rasti pigiausig marsruta,

kad aplankius kiekvieng miesta, marsrutas baigtysi pradiniame mieste.




MENULEIGIS

KELIAUJANCIO PIRKLIO UZDAVINYS

Meénuleigis buvo i3siystas | ménulj rinkti mineraly. Jj galime matyti Zemélapyje. Menu-
leigis, surinkes visus mineralus, turi grjzti j taska, kuriame stovi.

10!.7.7.7. o o o o o

Atstumas tarp kiekvieno tasko yra lygiai 1 km.

Nubraizykite grafika, kuris parodyty Sio uzdavinio sprendima.
Nuveskite ménuleigj taip, kad jis rasty trumpiausia (optimaliausia) marsru-
ta visiems mineralams surinkti.

Keliaujancio pirklio uzdavinys yra grafy teorijos uzdavinys, kai pilnajame svoriniame grafe ieskoma maziau-

sio svorio Hamiltono ciklo.




KAIMYNY LANKYMAS
ARTIMIAUSIOJO KAIMYNO ALGORITMAS

Bebras gyvena bebrinéje A. Jis nori ap-
lankyti visus draugus, gyvenancius B, C
ir D. Keliavimas upe mokamas - skaiciai
nurodo kaing bebkoinais. Bebras iSvyksta
i$ A, uzsuka pas kiekvieng drauga (tik po
vieng karta) ir grjzta namo.

Bebras nori taikyti artimiausio kaimyno algoritma:
1. Kelionés pradzia - A.
2. Pasirenkame pigiausig kelia j miesta, kuriame dar nesame buve.
3. Kartojame 2-ajj Zingsnj tol, kol aplankysime visus miestus.
4. 13 paskutinio miesto grjztame namo.

Stai 3 galimi marsrutai:

1.ABDCA=4+2+10+14=30
2.ABCDA=4+3+10+6=23
3.ACBDA=1443+2+6=25

Kuris marsrutas gaunamas taikant artimiausio kaimyno metoda?

Artimiausiojo kaimyno algoritma beveik visiskai apibadina jo pavadinimas.




RENKANTIS PIGIAUSIA
NE VISADA PIGU

ARTIMIAUSIOJO KAIMYNO ALGORITMAS

Bebras nori isSbandyti nauja povandeninj metro. I3vykes i$ namy stotelés A, jis nori ap-
silankyti kiekvienoje stoteléje, bet tik po viena karta! Bebras taiko artimiausio kaimyno
algoritma: kiekvienoje stoteléje pasirinks artimiausia stotele is likusiy dar nekeliauty
(trumpiausig atstuma kilometrais). IS paskutinés stotelés grjs namo.

Bebro marsrutas pagal artimiausio kaimyno algoritma baty: ABHCDEFGA ir tai
sudaryty 27 km.
Irodykite, kad Sis bebro pasirinktas marsrutas nebus trumpiausias.

Artimiausiojo kaimyno metodo principas - pradedame nuo io tasko, nuolat renkamés is ne
tasky patj artimiausia” (su kuo mazesne verte jam pasiekti). Kai nebelieka neaplankyty tasky

| pradinj.




PRAMOGUY TINKLAS

KARTOTINIS ARTIMIAUSIOJO KAIMYNO ALGORITMAS

Pramogy centras sitlo smagia kelione: i$ tasko A aplankyti visus taskus B, C, D, E - tik po
viena karta - ir grjzti atgal j A. Nurodyta kiekvieno kelio kaina beurais. Bebriuké nori pa-
sivazinéti, taciau jai rapi rasti pigy maréruta. Jei taikyty artimiausio kaimyno algoritma,
tai keliauty Sitaip: IS A pigiausia judeéti j D (14 b€), tada - | E (19 b€), toliau - j C (15 b€)
ir i§ Cia - B (taske E jau buvo). Visi taskai aplankyti ir galima grjZti j A. Ar tai pigiausias
marsrutas? Deja, ne - jsitikinkite!

Pabandykime pritaikyti patobulinima, vadinamajj kartotinj artimiausiojo kaimyno al-
goritma. Sio algoritmo esmé - apskaiciuoti maréruty ilgius, kai pradzia imamas vis kitas
taskas. Siuo atveju reikia apskaiciuoti i$ viso 5 mardrutus, palyginti ir irinkti pigiausia.

Taigi artimiausiojo kaimyno algoritma galima pradéti nuo bet kurio tasko (nebdtinai i$ pradzios), o gautg

marsruta po to galima perrasyti taip, kad baty pradedama is pradinio tasko.




DAR KARTA PRAMOGUY CENTRE

PIGIAUSIOS JUNGTIES ALGORITMAS

Pramogy centras sitlo kelione: aplankyti visus taskus A, B, C, D, E - tik po vieng kartg - ir
grizti atgal j pradinj taska A. Nurodyta kiekvienos jungties kaina beurais. Bebriuké nori
pasivazinéti Siais keliais, taciau jai rpi rasti pigy marsruta. Ji zino ir nori pasinaudoti
pigiausios jungties algoritmu. Jo principas toks:

1. Imame pigiausig jungtj (jei tokiy kelios — rinktis bet kuria). Pazymime.

2. Imame kitg pigiausia tinkama jungtj ir ja pazymime. Tinkama jungtis yra kai: a) ji
nepazyméta; b) ji neuzdaro mazesnio ciklo; ¢) ji néra trecia pazyméta jungtis, is-
einanti i to paties tasko.

3. Kartojame 2-ajj Zingsnj, kol aplankysime visus taskus.

Padékime bebriukei apskaiciuoti marsruto kaina pagal pigiausios jungties
algoritma.

Artimiausiojo kaimyno algoritmas ir jo modifikacija - kartotinis artimiausiojo kaimyno metodas, abu suge-
neruoja sprendimus, kurie néra itin optimalds dai mums pa algoritmus, kurie lengvai

suprantami, paprastai atliekami ir daugumai tipisky uzdaviniy duoda apytikslj sprendinj su priimtinomis
paklaidomis.




KIEK KELIY

DINAMINIS PROGRAMAVIMAS

Bebriukas nori iSspresti, atrodo, paprasta uzdavinj: suskaiciuoti, kiek yra trumpiausiy
keliy, vedanciy i$ pradZios iki kiekvieno tinklo mazgo. Jei bebras kelius skaiciuos siste-
mingai, judédamas i$ kairés j desine ir leisdamasis po eile Zemyn ir kiekviename mazge
uzradys suskaiciuota keliy skaiciy, vargo nebus.

IS tiesuy, Sitokiu skaiciavimu paremtas dinaminio programavimo metodas - principu, jog
uzdavinys dalijamas j smulkesnes dalis, apskaiciuojami ty daliy rezultatai, uzsirasomi
(paprastai j lentele) ir jais remiamasi toliau skai¢iuojant.

Raskite keliy nuo pradzios iki mazgy A, B, C, D ir E ilgius.
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Dinaminis programavimas - tai programavimo metodas, taikomas spresti sudétiniams uzdaviniams, kai

juos galima skaidyti j dalis, apskaiciuoti ty daliy rezultatus ir juos taikyti tolesniems skaiciavimams.




SUARDYTITAKAI

DINAMINIS PROGRAMAVIMAS

Bebry gyvenvieté - urvai, sujungti taisyklingy taky tinkleliu. Bebras nori suskaiciuoti,
kiek yra trumpiausiy taky nuo pradzios iki kiekvieno urvo. Skaiciuojama sistemingai
judant i$ kaires j desine eilemis zemyn. Deja, kai kurie takai suardyti. Bebras nori taikyti
dinaminio programavimo metoda, kurio esmé - skaidyti uzdavinj j smulkesnes dalis,
iSspresti jas ir kaupti tarpinius rezultatus.

Padékite Bebrui uzpildyti tuscius skrituliukus.
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Dinaminis programavimas yra efektyvus sprendiniy radimo badas, kurj galima pritaikyti kai kuriems, ypa¢

optimizavi zdaviniams spresti.




BEBRY AKROBATIKA

HANOJAUS BOKSTAI

Bebry trijulé - geri akrobatai. Jie rengia specialy pasirodyma: didziausias bebras apacio-
je, virs jo - vidurinis, o virSuje - maziausias - stovi ant vieno i$ trijy kelmy ir visa trijulé turi
persokti ant kito kelmo pagal Sias taisykles:

- Soka po vieng;

- turi stoveti tik ant kelmo arba vienas ant kito;

- didesnis bebras negali stovéti ant mazesniojo.

Vieno bebro persokimas ant kito kelmo uztrunka 1 minute. Stai kaip atrodyty trijy be-
bry persokimas:

Kaip matome, bebry trijulé Siam perSokimui sugais 7 minutes.
Kiek minuciy uzims keturiy bebry akrobaty perSokimas nuo vieno is trijy
kelmy ant kito pagal tas pacias taisykles?

i
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Tai klasikinio Hanojaus boksty uzdavinio variantas. Sj uzdavinj 1883 metais suformulavo pranctizy mate-

matikas Edvardas Lukas.




VEL IR VEL - REKURSIJA

HANOJAUS BOKSTAI

Hanojaus bokstai - senas uzdavinys: yra trys strypai, 0 ant vieno i jy uzmauti diskai
mazéjancia tvarka.

Reikia perkelti visus diskus ant vieno is tusciy strypy pagal Sias taisykles;
- perkeliama po vieng diska;
- diskg galima uzmauti ant tuscio strypo arba uzdéti ant kito, didesnio, disko;
- didesnis diskas negali bati padétas ant mazesnio.

Tarkime, vieno disko perkélimas trunka 1 minute. Jei turime tris diskus, uzdavinys néra

tris diskus, keturis galime perkelti Sitaip: kai 3 diskai perkelti, tada paskutinj (didZiausia)
diska perkeliame ant likusio tuscio strypo. O tada lieka perkelti 3 diskus, tik dabar ant
strypo, kuriame uzdeétas didziausias diskas.

La) Jol

Taigi 4 disky Hanojaus boksta perkeltume per 15 min.
Kiek minuciy uztrukty 6 disky perkélimas?

Hanojaus bokstai su legenda: sakoma, kad kadaise Hanojuje prie: yklg buvo trys bokétai ir ant
vieno i$ jy buvo uzmauti 64 diskai. Legenda byloja, kai vienuoliai perkels visus diskus (viena diska perkelia

per sekunde), jvyks pasaulio pabaiga. ..




LENGVAS BUDAS PIRMINIAMS

SKAICIAMS RASTI
ERATOSTENO RETIS

Vienas seniausiy zinomy algoritmy pirminiams skai¢iams rasti vadinasi Eratosteno
reciu.
1. Surasome visus natQrinius skaicius nuo 2 iki n (pavyzdziui, n = 100).
2. Skaicius 2 pirminis, taigi iSbraukiame visus didesnius skaicius, kurie dalijasi is 2,
pvz.4,6,8 ..
3.Imame tolesnj neuzbraukta skaiciy (pvz. 3) ir isbraukiame visus jo kartotinius.
4. Kartojame 3 zingsnj tol, kol galiausiai nelieka ko imti.
Tie skaiciai, kurie liko neuzbraukti - yra visi pirminiai skaiciai mazesni uz n.
Kiek pirminiy skaiciy yra tarp 2 ir 100?

2 3 415 17 & A4
1 7113 o417 2617 05119
A0 7128 24 261 271 25129 4
31 7] A1 4] 2% 6] 31 251 24 4T
41 17 43 44 25 5 AT 47 49 4
G 57) 53 A 561 57 541 59 L
61 57151 o454 56) 61 o855 A
71 27 73 A1 2 26 71 25 79 2
A 57) 83 54 A 56) 27 o5 89 OO

91 971 951 o455 o6) 9T 98| 941100

Graiky matematikas Eratostenas (~275-~195 m. pr. m. e.) pasidlé paprasta metoda kaip rasti visus pir-
minius skaicius nuo 2 iki n. Jis ant papiruso surasé visus natdrinius skaicius nuo 2 iki 1000 ir pradurdavo

sudétini Cius. Tokiu badu liko tarsi rétis su,issijotais” sudétiniais skaiciais, o pirminiai skaiciai liko.




GREITESNIS BUDAS PIRMINIAMS
SKAICIAMS RASTI

OILERIO RETIS

Patobulintas algoritmas pirminiy skaiciy suradimui veikia taip:

1. Sudarome pradinj skaiciy sarasa nuo 2 iki kiek norime;
didZiausig skaiciy vadinkime n.

2. Jtraukiame pirmajj skaiciy i$ saraso j pirminiy skaiciy sarasa, tuomet padarome
nauja sarasa, kuriame kiekvienas skaicius, jskaitant ir pirmajj, yra padauginamas i
pirmojo jtraukto skaiciaus.

3. Pasaliname naujo saraso skaicius i$ pradinio skaiciy saraso, tokiu budu perkeldami
j rezultaty sarasa tik tuos skaicius, kuriy néra naujame sarase. Padarome rezultaty
s3rasa dabartiniu sarasu. Pasaliname i$ Sio saraso pirmajj skaiciy.

4. Kartojame 2, 3 ir 4 Zingsnius su dabartiniu sarasu iki kol jis tampa tuscias.

234567.  100. [ padis
46810 12 14 .. 200.. [ naujas
23579111315 .. [/ “aimtas”

/ pirmiriai: 2
3579111315 .. / kartojama su dabartiniu sarasu
915 21 27 33 39 45 .. [ naujas

Kiek karty naujo saraso skaicius teks atimti i$ dabartinio saraso skaiciy,
kad gautume pirmus 10 pirminiy skaiciy?

Senovinis Eratosteno rétis néra efektyvus, kai skaiciai gali bati dalinami daugiau nei vieng karta; pavy.
21 dalus i$ 3 ir 7. Didysis $veicary matematikas L. Oileris sugalvojo retj, kuris dalina kiekviena skaiciy ti

vieng karta.




PAGAUK LIUTA

DVEJETAINE PAIESKA

Informatikai zino kaip pagauti liita Afrikoje! Stai, legendinis algoritmas yra paremtas dve-
jetaine paieskos technika.

1 Zingsnis. Padaliname plotg per puse.

2 Zingsnis. Tikriname pirmaja puse - jeigu lidtas yra Cia, tyrinéjame toliau. Jeigu ne,
perziGrime kitg puse.

3 Zingsnis. Tikriname ar tyrinéjamas plotas yra mazesnis nei 0,5 km2, jeigu taip - da
rome prielaida, kad liitas yra pagautas ir algoritmas sustoja. Kitu atveju grjztame
prie 1-0jo Zingsnio.

Afrikos plotas yra apie 30 370 000 km2.

Kiek skirtingy ploty reikia pati-
krinti, kad liatas baty pagautas?

Dvejetainé paieska yra dazniausiai naudojama technika problemoms spresti. Dvejetainés paieskos algori-
tmas buvo paskelbtas Donaldo Knuto knygoje “Programavimo menas” 1971 metais.




NETIKRA MONETA

SKALDYMO ALGORITMAS

Dvejetaines paieskos principas paprastas: ieSkomasis elementas palyginamas su suri-
kiuotos sekos viduriniu nariu. Jei jie yra lygas, vadinasi, radome ieskoma elementg se-
koje. Jei ieSkomasis elementas yra maZesnis uz vidurinj, tai reiskia jis mazesnis ir uz visus
,desiniuosius” sekos narius, todél paieska tesime kairiojoje sekos dalyje. Analogiskai,
jei ieSkomas elementas didesnis uz vidurinj, paieska tesime desiniojoje masyvo dalyje.
Toliau ieSkoma tuo paciu principu, kol randamas ieskomas elementas arba paieskos
sritis tampa tuscia.

Tarkime, bebras turi devynias monetas, kurios yra tokio pacio svorio, isskyrus vieng -
netikra, ji yralengvesné. Bebras turi svarstykles, kuriomis galima lyginti monety svorius.
Ar jmanoma nustatyti netikrg moneta sveriant tik du kartus?

Tai padirbtas
pinigas!

divide and conquer) yra efektyvi uzdaviniy sprendimo strategjj
komas sprendimas. Dvejetainés paieskos algoritmas yra skaldymo meto-




ARTAI ]MANOMA?

OILERIO TEOREMA

Paveiksle kanalais sujungti miesteliai. Toks abstrahuotas vaizdas vadinamas grafu ir
labai daznai naudojamas sprendziant uzdavinius. Grafg sudaro virstinés (taskai) ir
jas jungiancios briaunos (linijos). Grafe yra daug keliy. Kai kelias eina per kiekvieng
briauna tik po viena karta ir apima visas briaunas, tai jis vadinamas Oilerio keliu.
Bebrai nori plaukti kiekvienu kanalu ir tik po viena karta. Vienas is bebry yra susi-
pazines su Oilerio teorema: jeigu grafas turi ne daugiau kaip dvi nelyginio laipsnio
virstnes, tuomet $is grafas turi bent viena Oilerio kelig (dazniausiai daugiau).

Kai kurie bebrai nezino, ka reiskia virsiinés laipsnis. Sugalvok, kas tai
galéty bati.
Nustatyk, ar zemiau pateiktas grafas (kanaly sistema) turi Oilerio kelia.

Oilerio marsrutas — marsrutas grafe, kuriuo galima pereiti visas jo briaunas po viena karta. Jei tokiu marsrutu
griztama j pradine virsune, jis vadinamas Oilerio ciklu, jei ne — Oilerio keliu.




OILERIO CIKLO RADIMAS

FLERIO ALGORITMAS

Bebras ketina plaukti kiekvienu kanalu ir tik po viena karta, pradédamas ir uzbaigda-
mas savo buveinéje A. (Kai Oilerio kelias prasideda ir pasibaigia toje pacioje virsinéje,
jis vadinamas Oilerio ciklu). Marsrutui rasti Bebras naudoja Flerio algoritma, kurio esmé
tokia:

Kiekviename Zingsnyje, jeigu tik galima, bebras pasirenka dar neplaukta kanala, kuris
néra "tiltas’ | nekeliauta dalj (tiltu vadinama briauna, kuria peréjus grafas suskilty j dvi
dalis - sudegink tiltg uZ saves ir niekada negalési grjzti atgal). Tilta bebras renkasi tik
tada, jei néra jokio kito "ne tiltisko"kanalo.

1Zingsnis:iSA | B
27Zingsnis:isBjC
3Zingsnis:iSCj E
4 Zingsnis:iSEJF
5 zingsnis: Kuris is kanaly: i F | C, i§ F G ari$ F j | turéty baty pasirinktas?

(CjDyratiltas))

Kiek Zingsniy liko pabaigti Oilerio cikla?

ritmas atrastas 1883 metais. Jis paprastas ir elegantiskas, vienintelis dalykas, su kuriuo reikia elgtis
tilto interpretacija. Reiki , kad turima y nekeliautos dalies tiltus, tad jie nuolat

keiciasi ir vercia bati budrius.




VAMZDYNAS

KRUSKALO ALGORITMAS

Bebras nori sudaryti vamzd?ziy tinkla taip, kad vanduo nuo pagrindinio Saltinio A galéty
nusigauti iki kiekvienos purkstuvo galvutés (8, C, D, E, F, G, H, I). Skaicius ant vamzdZzio
nurodo sio vamzdZio tiesimo islaidas. Siekiama darba atlikti kaip galima pigiau.

Bebras zino Kruskalo algoritma:
1. Rasti maziausiy islaidy vamzdj
(jeigu yra daugiau nei vienas, pasi-
rinkti atsitiktinai). Jj pazymeéti.
2. Rasti kitg pigiausia nepazyméta
vamzdj. Jeigu jis sudaro ciklg su
jau pazymétais vamzdziais, reikia
pasalinti §j vamzdj i$ tolimesnio
pasirinkimo. Jeigu nesudaro ciklo,
tuomet jj pazyméti.
3. Kartoti 2-gjj Zingsnj tol, kol visos
maisytuvo galvutés bus sujungtos.

@D & &,

Bebras pritaiko algoritma vamzdyno projektavimui:
1. Pazymi AD.
2. PazymiHI.
3. Pazymi Fl.
4. Pazymi BE.
5. Pazymi EH.
6. Pazymi EF. Ciklas. Pasalina EF.
7....

Tesia paieska ir suprojektuoja pigiausia vamzdziy tinkla. Kaip atrodys
vamzdynas? Kiek kainuos jo nutiesimas?

Kruskal's algorithm always finds a minimum spanning tree (with the least total weight) for a connected

weighted graph.




KANALAI

KRUSKALO ALGORITMAS

Penkios bebry buveines (A, B, C, D, E) jsikaré, kaip parodyta zemélapyje.

Bebrai noréty sujungti Sias penkias buveines vandens kanalais ir taip, kad tiesiamy
kanaly bendras ilgis bty kuo maziausias. Pasialyk bebrams visus Siuos galimus ka-
naly tiesimo variantus. Pasinaudok Kruskalo algoritmu:

1. Rasti trumpiausia kanalg (jeigu yra daugiau nei vienas, pasirinkti atsitiktinai). Jj
pazymeti.

2. Rasti kit trumpiausia nepazymeéta kanala. Jeigu ji sudaro cikla su jau pazymétais
kanalais, reikia pasalinti $j kanalg i$ tolimesnio pasirinkimo. Jeigu nesudaro ciklo,
tuomet jj pazyméti.

3. Kartoti 2-gjj zingsnj tol, kol visos bebry buveinés bus sujungtos.

Minimalaus jungianciojo medzio radimo s - tai vienas iS rety atvejy, kai viskas vyksta gerai: turi-
me lengvai suprantama ir lengvai atliek Cruskalo algoritma, be to, jis yra optimalus ir tuo pat metu

efektyvus.




DU BEBRAI DIRBA

MAZEJANCIY TRUKMIY ALGORITMAS

Du bebrai stato uztvanka ir turi atlikti 7 uzduotis: A(7), B(5), C(8), D(13), E(7), F(1), G(2).
Skaiciai skliaustuose nurodo valandas, reikalingas uzduociai atlikti. Kai kurios uzduotys
turi bati padarytos pirmiau kity - atlikimo tvarka nurodoma rodyklémis. Pavyzdziui uz-
duotis D(13) gali bti atliekama tik tada, kai A ir B yra pabaigtos.

Bebrai naudoja mazéjanciy trukmiy algoritma, kurio esme: i$ visy uzduociy, kurias tuo
metu reikia atlikti, pasirenkama ilgiausiai trunkanti uzduotis (Lygiujy atveju rinktis at-
sitiktinai).

Mazéjanciy trukmiy sarasas atrodyty taip: D(13), C(8), A7), E(7), B(5), G(2), F(1). Taciau
uzduoties D(13) negalima atlikti tol, kol neatliktos uzduotys A ir B. Sudarome tvarka-

rast: Valandos 0 8 1517 2526
1 bebras C , E |G
2 bebras A J B ’ D
Valandos 0 7 12 2526

Taikydami §j algoritma, bebrai gali baigti statyti uztvanka per 26 valandas.
Ar yra jmanoma pastatyti uztvanka per trumpesnij laika?
Pagriskite atsakyma.

Mazéjanciy trukmiy algoritmas yra paremtas paprasta strategija: daryti ilgiausius darbus pirma ir pataupyti

trumpesniuosius darbus pabaigai.




TRYS BEBRAI DIRBA

MAZEJANCIY TRUKMIY ALGORITMAS

Trys bebrai nori pastatyti uztvanka ir jiems reikia atlikti 7 uzduotis: A(7), B(5), C(8), D(13),
E(7), F(1), G(2). Skaiciai skliaustuose nurodo valandas, reikalingas uzduodiai atlikti. Kai
kurios uzduotys turi bati padarytos pirmiau kity - atlikimo tvarka nurodoma rodykle-
mis.

AD)—3003)—>F1))

K rwmecd

Bebrai naudoja mazéjanciy trukmiy algoritma, kurio esmé: i$ visy uzduociy, kurias tuo
metu reikia atlikti, pasirenkama ilgiausiai trunkanti uzduotis. Lygiyjy atveju galima rink-
tis bet kuria.

Sudarykite tvarkarastj, kaip bebrai turi atlikti darbus. Per kiek laiko bus
pastatyta uztvanka?

Nors ir strategija pirmiausia padaryti ilgiausias uzduotis skamba gerai ir yra prasminga, taciau praktiskai

duoda ne visai efektyvius tvarkarascus.




UZDUOCIY PLANAVIMAS

KRITINIS KELIAS: PRIESSROVIO ALGORITMAS

Bebrai stato uztvanka ir turi atlikti 7 uzduotis: A(7), B(5), C(8), D(13), E(7), F(1), G(2).
Skaiciai skliaustuose nurodo valandas, reikalingas uzduociai atlikti. Kai kurios uzduotys
turi bati padarytos pirmiau kity - atlikimo tvarka nurodoma rodyklemis.

Bebrai Zino apie kritinj kelig ir nori jj rasti: kritiniu keliu laikomas kelias, kurio uzduotims
atlikti sugaiStama daugiausiai laiko. Jam rasti taikoma paprasta procedura, vadinama
priessrovio algoritmu. Pagrindiné idéja yra pradéti nuo pabaigos ir keliauti link pradZios
kiekvienoje virsineéje (uzduotyje) sumuojant vykdymo laikus.

1 Zingsnis. Uzrasome kritiniy keliy ilgius (lauztiniuose skliaustuose): F(1)[1]ir G(2)[2].
2 Zingsnis. Uzrasome kritinio kelio D(13)[13+1=14] ilgj.

3 Zingsnis. Uzrasome kritinio kelio £(7)[7+2=97 ilgj.

4 Zingsnis. ...

Prateskime priessrovio algoritma ir nustatykime uztvankos statymo kritinj
kelia.

The critical time of a project is the shortest posswb\e time required to complete the project. The backflow

algorithm finds the critical path. NERA VERTN




DARBY PLANAVIMAS

DVIEMS ROBOTAMS
KRITINIO KELIO ALGORITMAS

Bebro Seima naudoja du robotus X ir Z, kuriems pavesta atlikti 9 uzduotis: A(5), B(5),
C(5), D(20), E(20), F(5), G(10), H(5), 1(20). Skaiciai skliaustuose nurodo valandas, reika-
lingas uzduodiai atlikti. Kai kurios uzduotys turi bati padarytos pirmiau kity - atlikimo
tvarka nurodoma rodyklemis.

N

@m

Bebrai Zino kritinio kelio algoritma ir noréty jj naudoti. Algoritmas nurodo, jog kai tik
robotas yra laisvas, jis turéty perzvelgti visas tuo momentu laisvas uzduotis ir pasirinkti
vieng, kurios vykdymo laikas ilgiausias - didziausias kritinis kelias. Lygiujy atveju, uzduo-
tis pasirenkama atsitiktinai. Kiekvienai uzduociai nurodytas kritinio kelio ilgis (baltame
skrituliuke).

Teskite naudodami kritinio kelio algoritma suplanuoti uzduotis dviems ro-

botams.
Valandos 0 5

X| A
z o |
Valandos 0 20

Bendras darbo kritinis kelias rodo minimaly laika, per kurj darbas gali bti atliktas. Deja, ne visada galima

sudaryti tok] tvarkarastj, kad uzduotys eity viena pas Zasele, be pertrakiy.




KAS PARASYTA?

CEZARIO SIFRAS

Kriptografijoje Cezario Sifras yra vienas i$ paprasciausiy sifravimo budy. Tai kodavimo
Sifras, kuriuo kiekviena raidé tekste pakeiciama kita raide pastimus abécéle per tam
tikrg skaiciy (vadinama raktu). Pavyzdziui, kai raktas lygus 3, tai A raidé bus kei¢iama j
C, A keiciama j C ir taip toliau, t. y. raide, kuri stovi abecéléje trimis pozicijomis desiniau.
Paskutiniasias tris raides tenka keisti atitinkamomis pirmosiomis abécélés raidémis.

Ka parasé bebras?

CT KPCRSPCU
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Cezario 3riftas yra vadinamas Romos imperatoriaus Juliaus Cezario vardu, nes jis $j $rifta naudojo savo pri-

vatiems susirasinejimams.




KAS UZSAKYTA PIETUMS?

ALBERTI SIFRAVIMO DISKAS B

Vienoje i$ bebravietés kaviniy stovi Sifravimo ratas ir visi patiekalai uzkoduoti. Sukama
tik vidiné rato dalis (su mazosiomis raidémis) ir tik pries laikrodZio rodykle. ISoriné rato
dalis reikalinga zinutei koduoti.

PavyzdZiui, kai raktas lygus 9, tai vidinis ratas pasukamas per 9 pozicijas ir raide A uz-
koduojama raide f. Kiekvienam naujam Zodziui ratas nustatomas j pradine padetj: A
sutampa su a. Siandien pirmo Zodzio raktas lygus 7. Antro zodzio raktas yra 4.

Ka uzsisaké bebras, jei kodas yra: fivey yzp¢?

Sj Sifravimo ratg sukiré italy architektas Leon Battista Alberti 1470 metais. Rata sudaré du koncentriniai

diskai, uzmauti vienas ant kito. Didysis diskas buvo stacionarus, o mazasis — slankus.




POZEMYJE

PAIESKA | PLOT]

Bebras jlindo | pozeminj labirintg ir
iesko iséjimo. Jis Zino paieskos | plotj
algoritma ir juo vadovaujasi: labirinte
juda pirmiausia patikrindamas visus
nusukimus j sonus ir tik nerades i3éji-
mo tesia paieska j priek]. Paieskos j plo-
tj algoritma paaiskinsime pavyzdziu.
Pradedama i$ tasko A ir einama, kaip
parodyta, link iséjimo G.

Naudodamas paieskos j plotj algoritma, padék Bebrui iseiti i$ antrojo labirinto.
Sunumeruok apskritimus, kokia eilés tvarka jie aplankomi.
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rada € 0 r J ap\ePIanka\kuI proqramawmoka\ba(dbertaUdnebuvuapqm-

ta). Pirma kaltq algoritmas iSspausdintas 1972 metais.




URVUOSE

PAIESKA | GYL]

Bebras jlindo j pozeminius urvus ir iesko iséjimo. Jis zino paieskos j gyl algoritma ir juo
vadovaujasi: urvuose eina pirmiausia kiek jmanoma giliau, renkantis vis nauja virstne;
kai paskutiné aplankyta virsiné naujos (dar neaplankytos) kaimynés nebeturi, tada
grjiztama iki artimiausios neaplankytos briaunos ir vél ieskoma kuo giliau tol, kol bus
rastas isejimas.

Naudodamas paieskos  plotj algoritma, padek Bebrui iseiti i$ urvy.
Sunumeruok apskritimus, kokia eilés tvarka jie aplankomi.

i gyli @ngl. Depth-First Search) algoritma as pai kur esant kurioje nors
pirmiausia aplankomos visos $iai virsd /irsanés, gretimos pastaro-

sioms ir taip toliau.




SPRENDIMAI

1. Rasty rikiavimas

Rasty{7,5,10,9,15, 13, 2,8, 17, 20} keitimy procesa parodysime Zingsniais. Pabrauktas skaicius reiskia,
jog Sis rastas yra lyginamas su gretimu rastu (pries jj einanciu). Kai rastas bina sukeistas (ar paliktas savo
vietoje, jei atitinka eiliskuma), jo skaicius paryskinamas.

7, 5,10, 9,15,13, 2, 8,17,20 - bus atliktas 1 keitimas

57,10, 9,15,13, 2, 8,17,20

, 7,10, 9,15,13, 2, 8,17,20 - bus atliktas 1 keitimas

, 7,9,10,15,13, 2, 8,17,20

, 7,9, 10,15,13, 2, 8,17,20 - bus atliktas 1 keitimas
52,8

, 17,20 - bus atlikti 6 keitimai
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2,57, 8 9 10,13,15,17,20
18 viso atlikta 13 keitimy.
Blogiausiu atveju, kai visi duomenys pateikti atvirks¢ia norimo rikiavimo eile, keitimy skaicius bus lygus
142+3+...+(-N)=nx(n-1)/2

2. Byly rikiavimas

Byly {2000, 2006, 2007, 2009, 2011, 2005, 2003, 2008, 2015, 2010, 2004, 2013} keitimo procesa parodysi-
me zingsniais. Pabrauktas skaicius reiskia, jog 3i byla yra lyginama su gretima byla (prie$ ja einancia). Kai
byla baina sukeista (ar palikta savo vietoje, jei atitinka eiliskuma), jos skaicius paryskinamas.

2000, 2006, 2007, 2009, 2011, 2005, 2003, 2008, 2015, 2010, 2004, 2013

2000, 2006, 2007, 2009, 2011, 2005, 2003, 2008, 2015, 2010, 2004, 2013

2000, 2006, 2007, 2009, 2011, 2005, 2003, 2008, 2015, 2010, 2004, 2013

2000, 2006, 2007, 2009, 2011, 2005, 2003, 2008, 2015, 2010, 2004, 2013

2000, 2006, 2007, 2009, 2011, 2005, 2003, 2008, 2015, 2010, 2004, 2013

2000, 2005, 2006, 2007, 2009, 2011, 2003, 2008, 2015, 2010, 2004, 2013 - bus atlikti 4 keitimai
2000, 2003, 2005, 2006, 2007, 2009, 2011, 2008, 2015, 2010, 2004, 2013 - bus atlikti 5 keitimai
2000, 2003, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009, 2011, 2015, 2010, 2004, 2013 - bus atlikti 2 keitimai
2000, 2003, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009, 2011, 2015, 2010, 2004, 2013

2000, 2003, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009, 2010, 2011, 2015, 2004, 2013 - bus atlikti 2 keitimai
2000, 2003, 2004, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009, 2010, 2011, 2015, 2013 - bus atlikti 8 keitimai
2000, 2003, 2004, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009, 2010, 2011, 2013, 2015 - bus atliktas 1 keitimas
2000, 2003, 2004, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009, 2010, 2011, 2013, 2015

18 viso bus atlikti 22 keitimai, o tai sudaro 22 x 5 = 110 sekundziy darbo.
Blogiausiu atveju, kai visi duomenys pateikti atvirks¢ia norimo rikiavimo eile, keitimy skaicius bus lygus
142+3+...+(-N)=nx(n-1)/2



3. Dideli burbulai kyla

Ketvirtas sukeitimas yra pavaizduotas desinéje:
Ketvirtuoju Zingsniu surikiuojami keturi virdutiniai burbu-
lai, taigi ir paskutinysis burbulas turi bati savo vietoje.
Norint idanalizuoti burbulo metodo rikiavimu, turétume
atkreipti démesj kaip burbulai idéstyti pradZioje. Jeigu yra
n burbuly, tai blogiausiu atveju reikés n-1 éjimo.

4. Triusiai ir vézliai

Teisingas atsakymas D.

Turétume atkreipti démesj j:

- Elementas, judantis j paskutiniaja pozicija, gali judéti greitai - turi bati triusiai (8, 7, 6).

- Elementas, judantis | pirmaja pozicija, negali judéti greiciau nei vieng pasikeitima per éjima, taigi
pirmaja pozicijg judama létai - turi bati vézliai (1, 3, 5).

5. Korteliy rikiavimas perstumiant

Kartojami trys Zingsniai: palyginama, pastumiama ir jterpiama. Parodyti zingsniai po pastdmimo (5, 8,
111r 14), tad mums reikia nustatyti jterpiamas korteles. 5-tame Zingsnyje pastimimas yra tarp korteliy 4
ir 6, vadinasi, kitu zingsniu gali buti jterpiama kortelé 5 arba 6. Atsizvelge j tolesnius Zingsnius, matome,
kad buvo jterpta kortelé 5. Analogiski samprotaudami nustatome jterptas korteles: 5 5 8 2. Paskutinia-
me Zingsnyje gauname tokia korteliy eilé:

GELEGEHEEE

6. Byly rikiavimas perstumiant

Jei uztrunka 5 sekundes istraukti bylg ir perkelti ja j kita vieta, tai kiek laiko uztruks surGsiuoti visas bylas?
Pabrauktas skaicius reiskia, jog $i byla buvo iStraukta.

2000, 2006, 2007, 2009, 2011, 2005, 2003, 2008, 2015, 2010, 2004, 2013

2000, 2005, 2006, 2007, 2009, 2011, 2003, 2008, 2015, 2010, 2004, 2013 - 5 sekundés
2000, 2003, 2005, 2006, 2007, 2009, 2011, 2008, 2015, 2010, 2004, 2013 - 5 sekundés
2000, 2003, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009, 2011, 2015, 2010, 2004, 2013 - 5 sekundés
2000, 2003, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009, 2011, 2015, 2010, 2004, 2013

2000, 2003, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009, 2010, 2011, 2015, 2004, 2013 - 5 sekundés
2000, 2003, 2004, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009, 2010, 2011, 2015, 2013 - 5 sekundés
2000, 2003, 2004, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009, 2010, 2011, 2015, 2013

2000, 2003, 2004, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009, 2010, 2011, 2013, 2015 - 5 sekundés
Rikiavimas naudojant $j algoritma uztruks 30 sekundZiy; 6 x 5 = 30 sekundziy.

7. Korteliy dalijimas ir jungimas

Teisingas variantas: C.

A. Neteisinga. Sujunge pirmuosius du korteliy rinkinius gautume pagrinda tolesniems jungimams,
taciau mes dar iki to nepriéjome.

B. Neteisinga. Tai buty paskutinieji du sujungti rinkiniai.

C.Teisinga! Kortelés 5 ir 7 yra pirmosios pagrindinio jungimo kortelés ir todel jos bus pirmi du korteliy
rinkiniai, kurie bus sujungti.

D. Neteisinga. Nors kortelés 3 ir 7 yra greta viena kitos, taciau pradedant pirmga dalijima jos atsidurs
skirtingose rinkiniy pusése.



8. Kaip jmanoma greiciau
Kadangi algoritmas néra lengvas, pademonstruosime visus tris zingsnius:

17ingsnis. Gautos dvidalys: | 7 6 110, 3519211 1517 231413 20
2 Zingsnis. Gautos 4 dalys: ' 6 35 217 10 9 11 14,1315 17 23 20

3Zingsnis. Gautos 7dalys: ' 31 51 2 6 7 910 11/ 14/13/15 17 20 23

9. Bebras tyrinéja

Atsakymas B. Panagrinékime kiekviena varianta.

A.Norédamas plaukti per kuo maziau sankirty i$ A j D bebras turi rinktis kelig AFED arba AGED. Pirmuoju
atveju skaicius lapelyje turéty bati D = 54, antruoju atveju D = 45. Abu atvejai priestarauja uzraytam
skaiciui D = 44.

B. Priestaravimy nerandame.

C. Sukdamas kairén i$ A j C bebras turi plaukti ABC, tada C = 33 ir gaunamas priestaravimas.

D.15 Aj G bebras turéty plaukti AFG ir tada G=19 - priestaravimas uzrasytam skaiciui.

Vadinasi, skaicius ant geltono lapuko rodo trumpiausio kelio ilgj nuo A iki $ios upiy sankirtos.

10. Trumpiausio kelio ieSkant

Atlike Dijkstros algoritmo Zingsnius, apskaiciuo-
sime trumpiausius kelius tarp pradinio urvo A ir
bet kurio kito urvo.

Kadangi bebrai plaukia i$ A j H, tai jy trumpiau-
sias kelias yra A CB E H ir lygus 10.

11. Daug marsruty

Marérutus reikia perrinkti sistemingai, pavyz-
dziui, imame vieng kelio atkarpg AC ir sudarome visus galimus marsrutus, jy bus du: ACDBA ir ACBDA.
Tada imame kitg atkarpa, tarkime, AD ir sudarome marsrutus: ADCBA ir ADBCA. Analogiskai elgiamés su
likusia AB atkarpa, gauname dar du marsrutus: ABCDA ir ABDCA. Matome, kad trksta dviejy marsruty,
apskaiciuojame jy ilgius:

ADCBA 95 + 132 + 69 + 105 =401

ABCDA 105 + 69 + 132 + 95 = 401

Tai ir bus trumpiausias marsrutas, jo ilgis 401.




12. Ménuleigis

Tai keliaujancio pirklio uzdavinio atskiras atvejis, tik dar sude-
tingesnis, nes nenurodyti keliai. Kaip Zinote, siam uzdaviniui
néra patikimo algoritmo. Ménuleigis turi aplankyti visus dei-
mantus ir grizti | pradine padetj. Kadangi deimanty (grafo
virsainiy) nedaug, tai zmogus gali intuityviai rasti sprendima.
Logika sako, kad optimaliausia keliauti ratu nuo vieno prie kito
deimanto einant kuo trumpiausiu keliu. Tokiy trumpiausiy ke-
liy daug, vienas i jy parodytas paveiksle.

Reikety istirti visus posukius ir jsitikinti, kad nejmanoma labiau
sutrumpinti sio kelio.

13. Kaimyny lankymas

Taikydamas artimiausio kaimyno algoritma bebras i$ A turi rinktis
pigiausia kelig (4), vadinasi, keliauja j B. I3 B veda trys keliai: A (¢ia
bata - bebro namas), D (2) ir C (3) - pigiausias kelias yra D. Taigi
bebro mardrutas Nr 1: ABD CA.

14. Renkantis pigiausia ne visada pigu
Norint jrodyti, kad bebro marsrutas néra trumpiausias, pakanka rasti bent viena trumpesnj marsruta.
Galima iSrasyti visus jmanomus marsrutus ir apskaiciuoti atstumus. Taciau tai daug darbo. Ar jmanoma
efektyviau spresti? Patyrinékime atkarpas. Pagerinimg pasiektume, jei nenaudotume ilgiausiy atkarpy,
pavyzdziui, 7. Randame tokj marsruta:
ABCDEHFGA - jo ilgis 26 km.

|domumo délei patyrinékime, ar jmanomas
trumpesnis marsrutas. Deja, 6 km. kelio nepavyks
atsisakyti (kodél?), taciau 5 galime nenaudoti,
tuomet marsrutas baty: AFHEDCBGA - jo ilgis
25 km.




15. Pramogy tinklas

Uzdavinyje sidlomas marsrutas taikant artimiausio kaimyno algoritma kainuoty 14419+ 15+ 30 + 50
=128 b€. Kad parodytume, kad tai néra pigiausias marsrutas, pakanka rasti bent vieng pigesnj marsruta.
Intuicija kuzda, kad reikéty rinktis taip, kad gale iSvengtume labai brangaus kelio uz 50 b€. Taigi is karto
galima rinktis ne patj pigiausia kelig, o kiek brangesnj, pavyzdZiui, E. Toliau sekty atitinkamai B, C, D
ir A. Viso marsruto kaina baty: 17 + 28 + 30 + 34 + 14
=123b€.

Artimiausio kaimyno algoritma pritaikykime paéme vis E
kita pradzios taska: B, C, Dir E.

Palyginkime gautus skaiciavimus:

1. BECADB =128 b€

2. CEADBC =106 b€

3. DAECBD =106 b€

4. ECBDAE = 106 b€

Matome, kad yra net trys pigesni marsrutai, nors i tiesy
tai yra vienas ir tas pats marsrutas, tik skirtinga pradzia,
norédami pradéti nuo A, marsrutas bus: ADBCEA.

16. Dar karta pramogy centre

Taikome pigiausios jungties algoritmg iSrasydami zingsnius:

1. Pigiausia jungtis — ED (16). Pazymime ja.

2.Kita pigiausia tinkama jungtis — AB (20). Pazymime ja.

3. Kita pigiausia tinkama jungtis — AE (25). Pazymime ja.

4. Toliau pigiausia jungtis yra AC (28), bet i$ tasko A jau iseina dvi jungtys, vadinasi, AC netinka. BD
taip pat netinka, nes pasirinkus susidaryty ciklas EABDE. Todél kita pigiausia tinkama jungtis — CD (31).
Pazymime ja.

5. Ir toliau tinkama jungtis — BC (50).

Gavome marsruta ABCDEA, kurio kaing 142 beurai: nors ir ne pigiausias, bet gerokai pigesnis uz bran-
giausia (179).

17. Kiek keliy?

Pirmiausia pabandykime pagrjsti, kad $is skaiciavimas
teisingas. Tarkime, P[i, j] yra trumpiausiy keliy skaicius
nuo pradzios tasko iki susikirtimo tasko, kurio koordi-
natés i (1<=i<=5) ir j (1<=j<=6). Bet kurj trumpiausia
kelia sudaro atitinkami horizontaliy ir vertikaliy atkarpy
segmentai. Taigi trumpiausiy keliy skaicius nuo pradzios
iki susikirtimo tasko i ir j gali bati rastas sumuojant:

Pli, j] = PLi-1, j] + P[i, j-1] kiekvienam 1<i<=5, 1<j<=6,
Cia P[1, j] = 1 kiekvienam 1<=j<=6 ir P[i, 1]=1 kiekvie-
nam 1<=i<=5.

Taikydami Sig formule galime apskaiciuoti kiekvieng PIi, j] reiksme judedami is kairés j desine ir leisda-
miesi eilutémis Zemyn.



18. Suardyti takai

Keliy skaiciavimas tinkle yra klasikinis dinaminio progra-
mavimo taikymo budas. Remiantis $iuo metodu randa-
mas trumpiausiy taky skaiciy nuo pradzios iki kiekvieno
susikirtimo tasko.

Kadangi uzdavinyje kai kur tinklas paZeistas, tai suardy-
tos dalys néra skaiciuojamos. Jeigu susikirtimo taskas
turi kairjjj ir virsutinj kaimynus, tai $io tasko trumpiausiy
keliy skaiciy sudaro siy kaimyny skaiciy suma; jeigu su-
sikirtimo taskas turi tik viena kaimyna, tai trumpiausiy
keliy skaicius tiesiog sutaps.

19. Bebry akrobatika
Pazymekime didziausig bebrg D, vidurinj - V ir maZiausig - M. Tuomet
galétume irasyti visus bebry Sokinéjimus. Taciau galime rasti ir trum-
piau uzrasoma sprendima. IS tiesy, 4 bebry persokimas yra tas pats, kas
trijy, tik vienetu mazesnis uzdavinys. Tarkime, kad Zinome, kaip 3 bebrai
persoka. Tuomet lieka tik paskutinis, didziausias bebras. Jis perSokdamas
sugais 1 minute.

Kai tik didZiausias bebras persoks ant tuscio kelmo, tuomet visi 3 be-

minutes. Taigi i$ viso bebrai sugais: 7 + 1 + 7 = 15 minuciy.

20. Vél ir vél - rekursija

Norédami perkelti 6 diskus, turime mokéti perkelti 5 diskus. Norédami perkelti 5 diskus, turime moketi
perkelti 4 diskus - tai mokame ir Zinome, kad sugaistama 15 minuciy. Mokedami perkelti 4 diskus, pen-
kis perkeltume paprastai: kai 4 diskai perkelti, tada paskutinjjj (didziausia) diska perkeliame ant likusio
tuscio strypo ir belieka perkelti 4 diskus, tik dabar ant strypo, kuriame uzdétas didZiausias diskas. Taigi 5
diskams perkelti sugaisime: 15 + 1+ 15 = 31 minute.

Analogiskai samprotaudami, 6 diskams sugaisime:
31+ 1+ 31 =63 minutes.

Siam uzdaviniui spresti pritaikome rekursijg - tai
ty paciy veiksmy kartojimas, tik kai kg sumazinus
(pavyzdziui, Hanojaus bokstas kaskart mazéja vienu
disku).
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A7) 83 54122 56). 771 5459 )
61 7.7 o412 o6 61 5 A A
7 773 4 5 5 79 T
A 57\ 83 o412 561 A 57 89 )
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21. Lengvas biidas surasti pirminius skaicius
Atlike algoritmo Zingsnius su visais neisbrauktais skai-
Ciais, pabaigoje liks pirminiai skaiciai. Jy pirmajame
simte yra 25.



22. Greitesnis badas pirminiams skaiciams rasti

Reikia pastebéti désninguma: pirma karta atimdami gauname pirma pirminj skaiciy - 2. Tada saraso pra-
dzioje atsiduria antras pirminis skaicius - 3, vel atimame. Trecia karta atimdami gauname treiajj pirminj
skaiciy - 5, ketvirta - ketvirtajj pirminj skaiciy 7 ir t. t. Vadinasi, kad gautume pirmus 10 pirminiy skaiciy,
reikes sarasus atimineti 10 karty.

23. Pagauk litita

Norint suzinoti, kiek reikés patikrinti ploty, reikia Afrikos plota 30 370 000 dalinti i$ 2 tol, kol gausime ma-
Ziau nei 0,5 km2. Pirmas Zingsnis: tikriname plota 30 370 000:2 = 15 185 000. Antras zingsnis: tikriname
plota 7 592 500. Toliau tikriname plotus:

3) 3796 250; 8)118632.82; 13)3707.28 18) 115.86; 23)3.63;
4) 1898 125; 9)5931641; 14) 1853.64; 19)57.93; 24)1.82;
5) 949 062.5; 10) 29 658.21 15) 926.82; 20) 28.97; 25)0971;
6) 474 531.25; 11) 14 829.11; 16) 463.41; 21) 14.49; 26) 0.46.
7) 237 265.63; 12) 7 414.56; 17)231.71; 22)7.25

24. Netikra moneta
Kadangi pasakyta, kad netikra moneta lengvesné, tai jmanoma nustatyti netikra monetg sveriant du
kartus. Kaip tai padaryti, pavaizduota piesiniais.

1 svérimas 2 sverimas

25. Ar tai jmanoma?
Virstinés laipsnis - tai visy jos briauny (linijy) skaicius.
Visos Sio grafos virstnés turi lyginius laipsnius, 2 arba 4. Vadinasi, jis tikrai turi Oilerio kelia.




26. Oilerio ciklo radimas © - ® ©
FC 5 Zingsnyje tampa tiltu: peréje juo, nebegalésime sugrjz-
ti | nekeliauta desinigja grafo dalj. Kanalai FG ir Fl yra visiskai
vienodi, galime rinktis bet kurj i$ jy.

Sio grafo Oilerio ciklas randas per 11 Zingsniy.

27.Vamzdynas
Tolesniais Zingsniais nutiestume vamzdzius AB, DG ir BC, visi
kiti vamzdZiai sudarys ciklus ir jy netiesime.

Tinklo nutiesimas kainuos:
10424+23+30+16+18+13+15 = 149.

28. Kanalai

Pritaikome Kruskalo algoritma: 1. Pazymime CE
(40); 2. Pazymime AD (50); 3. Pazymime BC (50)
arba BE (50): abejy negalima, nes susidaryty ci-
klas; 4. Pazymime AE (60). Visos kitos briaunos
sudaryty ciklus. Bendras maziausias kanaly ilgis
bus 200 m. Kadangi yra dvi galimybés rinktis vie-
ng i$ briauny BC arba BE, tai galima sudaryti du
skirtingus kanalus:

29. Du bebrai dirba

1§ parengto tvarkarascio matome, kad kazkas negerai: vienas bebras darbuosis 26 valandas, o kitas - tik
17. Mazéjanciy trukmiy algoritmas pataré mums rinktis dvi ilgiausias uzduotis - C(8) ir A(7). Tai buvo
trumparegiska strategija. Jei batume pazvelge, kas laukia toliau, batume pamate, kad B(5) yra kur kas
geresné uzduotis, nes atlike A ir B uzduotis bebrai galés imtis ilgiausios uzduoties D(13).

Pakeite uzduociy atlikimo tvarkg - pradZioje vietoj C paéme B - pamatytuméme, kad uztvanka galima
pastatyti per 22 valandas! Stai tvarkarastis:

Valandos 0 5 13 2022
1bebras | B , C | E G
2 bebras A l D

Valandos 0 7 2021

Dar kartg jsitikiname, kad siekdami greitos naudos ir neatsizvelgdami j ilgalaikes veiksmy pasekmes,
galime priimti bloga sprendima.



30. Trys bebrai dirba

Mazéjanciy trukmiy sarasas atrodyty taip: D(13), C(8), A(7), E(7), B(5), G(2), F(1). Taciau uzduoties D(13)
negalima atlikti tol, kol neatliktos uzduotys A ir B. Sudarome tvarkarastj pagal mazéjanciy trukmiy al-
goritma:

Valandos 0 8 21
1 bebras
2 bebras
3 bebras
Valandos 0 57 20 21

Taikydami mazéjanciy trukmiy algoritma trys bebrai pastatys uztvanka per 21 valanda.

31. Uzduociy planavimas

1 Zingsnis. UzraSome kritiniy keliy ilgius (lauztiniuose skliaustuose): F(1)[1] ir G(2)[2].
2 Zingsnis. Uzrasome kritinio kelio D(13)[13+1=14] ilgj.

3 Zingsnis. Uzrasome kritinio kelio E(7)[7+2=9] ilgj.

4 Zingsnis. UzraSome kritinio kelio A(7)[7+14=21] ilgj.

5 Zingsnis. Uzrasome kritinio kelio B(5 )[5+14 9lilgj.

6 zingsnis. Uzrasome kritinio kelio C(8)[8+9=17] ilgj.

7 zingsnis. Viso darbo kritinis kelias (ir uzduocwq atlikimo laikas) bus didziausias i$ A, B ir C kritiniy keliy,
ty.21.

32. Darby planavimas dviems robotams

Sudarome kritiniy keliy sarasa: A(5)[35], G(10)[30], F(5)[25], H(5)[25], D(20)[20], E(20)[20], 1(20)[20], B(5)
[5], C(50[5]. Naudodamiesi Siuo prioritetiniu darby sarasu, sudarysime tvarkarastj. Pastebékime, kad nors
G, Fir H uzduotys yra prioritetinés, robotas Z negali jy rinktis, kol nebaigta A uzduotis.

Valandos 0 5 15 20 25 45 50
x|a| 6 [F|H] ! c
Z D E B

Valandos 20 40 45 50

Darbo trukme visoms uzduotims atlikti yra 50 valandy.

33. Kas parasyta?
Tekstas uzkoduotas stumiant raides per 3 pozicijas | desing, vadinasi, atkoduojant, reikés stumti j kaire.
Bebras parase: AR [MANOMAS DARNUS BEBRO IR ZMOGAUS SAMBUVIS



34. Kas uzsakyta pietums?
Bebro uzsisake: BERZO SULA

35. POZEMYJE
Paieskos j plotj algoritmas veikia pagal griezta taisykle: pradéjus nuo pradzios, aplankomos visos virsa-
nés, kurios pasiekiamos vienu éjimu, tuomet - kurios pasiekiamos dviem éjimais ir taip toliau.

36. URVUOSE
Skirtingai negu grizimo metodas, paieskos j gylj algoritmas yra efektyvus algoritmas, kadangi kiekviena
grafo virsiné aplankoma tik viena karta.
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Informatinis mastymas

Aprasymas

Abstrahavimas

Mokytis jzvelgti svarbias detales reiskiniuose ar pro-
cesuose, nepaisyti pertekliniy, nebatiny komponen-
ty. Atskleisti uzdavinio esme. Pavaizduoti procesus
schemomis ar kitokiais vaizdavimo budais.

Loginis
pagrindimas

Sprendziant uzdavinius remtis loginiu samprotavi-
mu, indukcija ir dedukcija, taikyti logines operacijas,
désnius. Nuosekliai argumentuoti, pagrjsti teiginius,
daryti isvadas.

Duomeny
apdorojimas

|valdyti veiksmus su duomenimis: rinkti, atrinkti,
rasiuoti, klasifikuoti, sisteminti duomenis. Atpazinti
pagrindinius duomeny tipus ir struktdras. Tvarkyti
duomeny rinkinius.

Duomeny
vaizdavimas

Pavaizduoti ir susisteminti duomenis jiems tinkamose
diagramose, lentelése, ZodZiuose ar nuotraukose.

Algoritmavimas

RO Kol Hol AeM NpM

Spresti uzdavinius, kuriems badingas taisykliy ir
komandy taikymas. Skaityti algoritmy tekstus. Suprasti
algoritmo vykdyma. Atpazinti paprastus algoritmus ir
taikyti juos jvairioms problemoms spresti.

Uzdavinio skaidymas

EpE

Skaidyti duomenis, procesus ar problemas j mazesnes,
lengviau tvarkomas dalis.

Modeliavimas

Kurti modelj, kuris imituoja realaus pasaulio procesus.
Modeliavimas taip pat jtraukia eksperimenty bandymus.

Automatizavimas

UZprogramuoti kompiuterius ar mechanizmus, kad
atlikty pasikartojancias ar nuobodzias uzduotis.

Lygiagretumas

Tuo paciu metu atlikti mazesnes uzduotis is didelés
uzduoties, kad efektyviau baty pasiektas bendras
tikslas.

Apibendrinimas

K Nolll Egh gd

|dentifikuoti $ablonus, panasumus ir désningumus.
Naujas problemas spresti remiantis analogiskomis
issprestomis problemomis. Gautus sprendimus
apibendrinti (indukcija).




